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4. Hyperschallströmung mit Reibung und Wärmeübergang 
 

In einer Hyperschallströmung sind Änderungen der Geschwindigkeit immer mit star-

ken Änderungen der Temperatur verbunden. Starke Änderungen der Geschwindig-

keit treten über Verdichtungsstöße und in der Grenzschicht auf. In der wandnahen 

Grenzschicht wird durch Reibung die Strömung stark abgebremst und erwärmt. Dies 

führt an der Oberfläche zur Wandschubspannung τ und Wärmeübergang q’. 

Wir  betrachten deshalb im Weiteren die reibungsbehaftete hypersonische Konti-

nuumsströmung ohne Einfluß der chemischen Reaktionen (ideales nicht dissoziie-

rendes Gas).    

Da wir im Strömungsfeld starke Temperaturänderungen erwarten müssen die dyna-

mische Zähigkeit η(T) und  die Wärmeleitfähigkeit  k(T) mit ihrer Abhängigkeit von 

der Temperatur bekannt sein.  

Nach dem Sutherlandgesetz gilt für die Zähigkeit von Luft: 

4,110
10*458,1

5,1
6

+
= −

T
T

η   für T >> 110,4 K folgt  5,0T≈η    [4.1] 

Wichtig ist, dass die Prandtlzahl Pr eine Verbindung zwischen spezifischer Wärme 

cp, Zähigkeit η und Wärmeleitfähigkeit k herstellt.  

)(
)()(Pr
Tk
TTcp η

= :   Pr = 0,75 für nicht dissoziierende Luft   [4.2] 

. 

Wir betrachten zunächst inwieweit die Grenzschicht ein Strömungsfeld verändert.  

In der Grenzschicht wird die Strömung durch Reibung abgebremst. Infolge der nied-

rigeren Geschwindigkeit  wird die ankommende Strömung nach außen verdrängt. 

Das folgende Bild 4.1 zeigt die Entwicklung einer inkompressiblen Grenzschicht an 

einer längs angeströmten Platte. Wichtige Kenngrößen sind die Grenzschichtdicke δ 

und die Verdrängungsdicke δ*.  Die Umströmung eines Körpers wird durch die mit 

der Verdrängungsdicke δ* ‚ aufgedickte ’  Körperkontur verändert. Im Hyperschall 

bedeutet dies, dass sich an der längs angeströmten Platte ein Stoßschicht bildet wo-

bei δ*(x) die virtuelle Körperkontur bildet. Die lokale Oberflächenneigung ϑ wird durch 

das Anwachsen der Verdrängungsdicke dδ*(x)/dx  bestimmt.  
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Abbildung 1 Inkompressible Grenzschicht an der längs angeströmten Platte 

Zur Beurteilung der Zähigkeitseinflusse auf Widerstand,  Wärmeübergang betrachten 

wir die im folgenden Bild 2 dargestellten Körper.   

 

Abbildung 2 Zähigkeitseinfluß an schlanken und stumpfen Körper  

Wir können die folgenden Beurteilungsregeln für den Zähigkeitseinfluß auf die Aero-

dynamik ableiten. 

 Zähigkeitseinfluß auf 
Körper Wärmeübergang Widerstand Druck, Auftrieb 
Schlank 
Anstellwinkel niedrig 
Anstellwinkel groß 

 
Hoch 
Niedrig 

 
Hoch 
Mittel 

 
Hoch für dδ/ds  > ϑ 
Mittel für dδ/ds < ϑ 

Stumpf dominant mittel Niedrig  

Interferenzen large mittel Mittel 

 

Körper schlank 
Kleiner Anstellwinkel 

Körper schlank 
Großer Anstellwinkel Körper stumpf 

Stoß 
δ* 

δ*∼0,34δ 

Lauflänge x; 
η
ρVx

x =Re  

Geschwindigkeitsprofil 
u(y) an Position x 

Grenzschichtdicke δ und  
Verdrängungsdicke δ* an Position x 

xx Re
15≈δ  V, ρ 

dx
dδ

y 

Inkompressible Grenzschicht an der längs angeströmten Platte  
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Hierbei ist ϑ der lokale Anstellwinkel eines Oberflächenelements und dδ*/ds das An-

wachsen der Verdrängungsdicke mit der Grenzschichtlauflänge. 

 

4.1 Die charakteristischen Wärmeübergangskennzahlen. 

Ähnlich wie Druck- und Kraftbeiwerte werden auch lokale und integrale Wärmeüber-

gangsbeiwerte definiert. Diese Beiwerte sind die lokale Stantonzahl St und die integ-

rale Stantonzahl ST. Zusätzlich sind  Recoveryfaktor r und Recoverytemperatur Tr 

wichtige Kenngrößen. 

 
Recoveryfaktor und Recoverytemperatur     
Wir betrachten einen Körper der nur im Wärmeaustausch  mit der Strömung steht. 

Die Recorytemperatur Tr ist die Wandtemperatur TW des Körpers bei der kein gegen-

seitiger Wärmeaustausch q’ stattfindet. 

Hieraus resultiert die folgende Regel für die Richtung des Wärmeübergangs. 

TW = Tr;   Kein Wärmeaustausch zwischen Gas und Körper  q’ = 0, 

TW < Tr;   Wärmefluß vom  Gas zum Körper   q’ positiv  

Tw > Tr   Wärmefluß vom Körper zum Gas    q’ negativ 

Zur Definition des Recoveryfaktors r betrachten wir den reibungsfreien, adiabaten 

und den reibungsbehafteten Aufstau einer Überschallströmung im Staupunkt eines 

stumpfen Körpers.  

 

Abbildung 3  Vergleich Aufstau ohne und mit Reibung 

 V= 0 , Tr 

V = 0, T0 

Aufstau ohne Reibung 

cp, T1, V1   

Aufstau mit Reibung 
in Grenzschicht 

cp, T1, V1   
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Der Energiesatz zwischen Anströmung und Staupunkt liefert: 

Ideale Staupunktströmung ideal:  0
2
11 2

1 cpTVcpT =+    [4.3] 

Staupunktsströmung mit Reibung: :  rcpTVrcpT =+ 2
11 2

1    [4.4] 

Im reibungsbehafteten Fall kann nur ein Bruchteil r der kinetischen Energie in thermi-

sche Energie so umgesetzt werden, dass sie vom Körper aufgenommen werden 

kann.  Damit liegt die erreichbare Wandtemperatur des Körpers niedriger als die Ge-

samttemperatur T0. 

Der Recoveryfakor r ergibt sich nach Auflösung von 4.3 und 4.4 zu: 

10

1

TT
TTrr

−
−

=      [4.5] 

Für Ma >>1 bzw. 1
2
12

1 cpTV >>  folgt: 
0T
Tr r=  

 

Der Recoveryfaktor  zeigt im Hyperschall nur eine schwache Abhängigkeit von den 

Anströmbedingungen. Folgende Ansätze gelten für den reibungsbehafteten Auf-

stau in einer laminaren bzw. turbulenten Grenzschicht. 

Laminar:  2/1Pr=r    r  = 0,87 für Luft mit Pr = 0,75  

Turbulent:  3/1Pr=r   r = 0,9    für Luft mit Pr = 0,75 

 

Die Stantonzahlen St uns ST 

Die Stantonzahlen sind wie folgt definiert: 

 

Lokale Stantonzahl  
)(

'

WTTrcpV
qSt

−
=

∞∞ρ
    [4.6] 

Integrale Stantonzahl 
ArefTTrcpV

QST
W

1
)(

'
−

=
∞∞ρ

   [4.7] 

 

Hierbei sind:  

 Tr-TW  die treibende Temperaturdifferenz. 

Aref  die Bezugsfläche, zb. Basisfläche eines Körpers bei Antsellwinkel 0 

  oder Oberfläche des Körpers  
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Wir können die Stantonzahl  St nach  q’ auflösen und erhalten dann: 

)(' WTTrcpVStq −= ∞∞ρ     [4.8] 

Diese Gleichung zeigt, dass für Tr = TW  der Wärmefluß null wird, und für TW < Tr  

bzw.   TW > Tr  die bereits definierten +- Vorzeichen annimmt.      
Tr -TW  wird oft durch T0-TW  ersetzt.  Für Ma >> 1 und TW  << T0  ergibt sich die einfa-

che Defintion der Stantonzahlen: 

ArefV
Q

ArefcpTV
QST 1

)2/(
'1'

3
0 ∞∞∞∞

==
ρρ

   [4.9] 

Das folgende Bild erläutert die Definition der Integralen Stantonzahl ST 

 

 

Abbildung 4 Interpretation der Stantonzahl 

 

Ähnlich wie für lokale und integrale aerodynamische Beiwerte gilt für die  Stanton-

zahlen St und ST die folgende Abhängigkeit. 

 

St = Funktion( Körperform, Fluglage, Machzahl , Reynoldszahl, Position am Körper) 

ST = Funktion( Körperform, Fluglage, Machzahl , Reynoldszahl,) 
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4.2 Die laminare kompressible Grenzschicht mit Wärmeübergang 

Wir betrachten die Strömung längs einer ebenen Platte. Wir nehmen an, dass sich 

die Grenzschicht ungestört entwickeln kann  Die Grenzschicht übt keinen Einfluß auf 

die Aussenströmung aus, deshalb ergibt sich auf der Platte ein konstanter Oberflä-

chendruck p, der gleich dem Aussendruck am Rande der Grenzschicht ist. 

Das folgende Bild 5 erläutert die Temperaturprofile in der thermischen Grenzschicht 

 

Abbildung 5 Thermische Grenzschicht an der längs angeströmten Platte 

Zur weiteren Behandlung benutzen wir die kompressiblen Grenzschichtgleichungen. 

 

Impulssatz in x Richtung 

;
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Lauflänge x; 
η
ρVx

x =Re  

Geschwindig-
keitsprofil u(y) an 
Position x 

Grenzschichtdicke δ und  
Verdrängungsdicke δ* an Position x 

V∞, ρ, T∞ 
y 

T∞ T∞ 
y 

Thermische Grenzschicht an der längs angeströmten Platte  

Temperaturprofile T(y) in der Grenzschicht 

TW TW 
Wärmeübergang zur Wand 
q’ = k (dT/dy) (y =0);  Tw < Tr 

Kein Wärmeübergang  
 (dT/dy) (y =0)= 0; Tw = Tr 
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Energiesatz: 
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2
1 ucpTht +=    [4.11] 

Für Prandtlzahl Pr = 1 verschwindet im Energiesatz der letzte Term  und es ergibt 

sich der folgende einfache Zusammenhang zwischen Geschwindigkeits- und Tempe-

raturprofil in der Grenzschicht. 

cp
yu

V
yuTTTyT WW 2

)()()()(
2

0 −−+=
∞

      [4.12] 

An der Oberfläche gelten für den Wärmefluß  q’ zur Wand und für die Wandschub-

spannung τ die folgenden Bedingungen: 

WW
W
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TTk
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yTkyq )(1)()()0(' 0 ∂
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






∂
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==
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    [4.13] 

WW y
uy )()0(
∂
∂

== ητ         [4.14] 

Aus diesen Beziehungen ergeben sich zwei wichtige Folgerungen a und b: 

 

a. Definition und Wert der Recoverytemperatur Tr 

Die Bedingung für keinen Wärmeübergang  q’W = 0 erfordert in 4.13 Tw = T0 

Dies bedeutet, daß für Prandlzahl Pr = 1 die Recoverytemperatur wie folgt definiert 

ist:   Tr = TW(für q’ = 0) = T0;   mit =+= ∞∞
2

0 2
1 V
cp

TT  

b. Reynoldsanalogie 

Setzt man den Ausdruck für die Wandschubspannung 4.14 in 4.13 ein so folgt:  

η
τW

WW V
TTkyq

∞

−==
1)()0(' 0  

Transformation in lokale Stantonzahl St (4.6) und Wandschubspannungsbeiwert  

])2//[(' 2
∞= Vc Wf ρτ  ergibt: 

'
2
1

fcSt = ;  für Pr = 1           (4.15) 

 Diese Beziehung zwischen lokalen Wandschubspannungsbeiwert und dem 

örtlichen Stantonzahl wird als Reynoldsanalogie bezeichnet.   

  

Für Prandtlzahl Pr ungleich 1 wird oft der folgende Ansatz benutzt: 
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'
Pr
1

2
1

3/2 fcSt =         (4.16) 

In den obigen Formeln wird der Faktor ½ oft als Reynoldsanalogiefaktor Ra bezeich-

net. Für andere Strömungsfälle kann dieser Reynoldanalogiefaktor andere Werte 

annehmen. 

Über die Reynoldsanalogie ist also der Wärmeübergangsbeiwert St direkt mit dem 

lokalen Wandschubspannungsbeiwert cf’ verbunden.  

Für die kompressible Plattenströmung kann der Wandschubspannungsbeiwert mit 

folgender Formel berechnet werden. 
2/)1(

,

'
Re
664,0'

ω−−

∞∞








=

T
Tc

x
f        (4.17)  

Der erste Term Re/664,0 berechnet den Wert der Wandschubspannung für die in-

kompressible Strömung. Der zweite Term berücksichtigt den Einfluß der Machzahl, 

der Wandtemperatur und der variablen Zähigkeit.  T’ wird als mittlere Referenztem-

peratur in der thermischen Grenzschicht bezeichnet, für welche die Zähigkeit be-

rechnet werden soll.  Für T’, auch als Eckertsche Referenztemparatur bezeichnet, gilt 

)1(58.032,01' 2 −++=
∞

∞
∞ T

T
Ma

T
T W       (4.18) 

Für die Zähigkeit bei der Referenztemperatur wird der folgende Potenzansatz be-

nutzt. 
ω

η
η


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T
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)'(  Für den Exponenten ω folgt dann: 
















=

∞∞ T
T

T
T 'ln/
)(
)'(ln

η
η

ω      (4,19) 

  Die Auswertung der Gleichung 4,17 und 4,18 mit einem Exponenten im Zähigkeits-

gesetz von  ω= 0,75 zeigt das folgende Bild 6. 

Aufgetragen ist hierbei  ∞,Re' xfc  als Funktion der Machzahl Ma.  

Der Wert von ∞,Re' xfc = 0,664 bei Ma = 0 entspricht der inkompressiblen Blasius- 

Grenzschicht.  

Zu Berechnung der Wärmeübergang mit Hilfe der Reynoldsanalogie gilt: 
2/)1(
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Abbildung 6 Wandschubspannungsbeiwert der längs angeströmten Platte ohne Druckgradient 

4.3 Die Stoß- Grenzschichtwechselwirkung an der ebenen Platte 

Hierbei handelt es sich um ein klassisches Problem, das in den 60-Jahren ausführ-

lich untersucht wurde. An der spitzen ebenen Platte induziert die Grenzschicht infol-

ge ihrer Verdrängungswirkung einen Verdichtungsstoß, dessen Neigung zur Vorder-

kante hin zunimmt.  Das folgende Bild 7skizziert das resultierende Strömungsfeld. 

 

Abbildung 7 Grenzschicht- Stoßwechselwirkung and ebener Platte 

. 

Lauflänge x; ηρ /)(Re Vxx =  

Verdrängungsdicke 
der Grenzschicht 

Verdichtungsstoß wird induziert, 
 dδ*/dx  und Ma bestimmen lokalen Stoßwinkel 
Druck an Grenzschichtrand nicht mehr konstant. 

xx Re
1*

≈
δ  

Ma∞,, p∞ 

dx
d *δ

 

y 

Grenzschicht- Stoßwechselwirkung and ebener Platte 
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Man unterscheidet zwischen der schwachen und starken Wechselwirkung. 

Zur Berechnung des Druckes hinter dem induzierten Stoß wird die hypersonische 

Näherungsformel ( Kap. 3.4) für den schrägen Stoß benutzt, wobei der Keilwinkel  ϑ  

durch dδ*/dx ersetzt wird.  

Die schwache Wechselwirkung für Ma dδ*/dx  <1, ( weak interaction) 

Folgende Ansätze werden in diesem Fall benutzt: 

Druck pS hinter dem Stoß :   
dx
dMa

p
pS *1 δ

κ ∞
∞

+=     (4,20) 

Grenzschichtneigung:  
∞

=
x

MaC
dx
d

Re
[.....]* 2δ     (4,21) 

Mit  
W

W

T
TC ∞

∞

=
η
η   und     .145.0)1(968.0[.....] 2 −+=

∞

κ
T
T

Ma
w  

Für Druck und Wandschubspannung folgt dann: 

∞

∞

∞

+=
,

3

Re
[.....]1)(

x

MaC
p
xp

κ       (4,22) 

∞

∞=∞−
,

3
2

0 Re
[......]2Re)](')('[

x
ff

MaCxxcxc     (4,23) 

Bei der schwachen Wechselwirkung wird der Wandschubspannungsbeiwert ohne 

Wechselwirkung  cf0’(x) ( Gleichung 4.17) um ein  additives Korrekturglied ergänzt.  

 

Die starke Wechselwirkung für Ma dδ*/dx  >>1 ( strong interaction) 

Folgende Ansätze werden in diesem Fall benutzt: 

Druck pS hinter dem Stoß :   2)*(
2
)1(

dx
dMa

p
pS δκκ

∞
∞

+
=    (4,24) 

Grenzschichtneigung:   
dx
d *δ  wird erheblich durch den Stoß beeinflusst 

Die Ableitungn von Hayes und Nagamatsu geben liefern folgendes Ergebnis: 

∞

∞

∞

=
,

3

0 Re
)/()(

x
W

MaCTTPo
p
xp       (4,25) 

2/3

,

4/3
00 Re
)/()('














=

∞

∞

x
Wff

MaCTTCxc      (4,26) 

)('*)( xcRaxSt f=         (4,27) 
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Hierbei sind )/( 0TTPo W , )/( 00 TTC Wf  und der Reynoldsanalogiefaktor Ra Funktionen 

von TW/T0.. 

Das folgende Bild 8 gibt die wesentlichen Inhalte der starken Wechselwirkung wie-

der. 

 

Abbildung 8 Starke Wechselwirkungstheorie der ebenen Platte  

Die Wechselwirkungstheorien basieren auf den folgenden zwei Parametern, die 

Druck und Wandschubspannung beschreiben. 

. Wechsewirkungspameter für Druck: :   
∞

∞=
,

3

Re x

MaCχ   (4,28) 

Zähigkeitsparameter V für Wandschubspannung, Wärmeübergang;   

       
∞

∞=
,Re x

MaCV   (4,29) 

Zu beachten ist, dass der Zähigkeitsparameter V (Viscous parameter) der im Kapitel 

2 abgeleiteten Knudsenzahl Knδ = λ/δ entspricht, welche die Grenze der Konti-

nuumsströmung beschreibt.  

Das folgende Bild 9 zeigt ausgewertete Druckverteilungsmessungen an einer ebenen 

Platte im Vergleich mit den Wechselwirkungstheorien. Meßpunkte nahe der Platten-
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spitze mit kurzer Lauflänge x und kleiner Reynoldszahl  ergeben einen großen 

Wechselwirkungsparameter und liegen rechts auf der Abszissenachse. 

 

Abbildung 9 Druck an ebener Platte als Funktion des Wechselwirkungsparameter   

Infolge der Stoßgrenzschichtwechselwirkung steigt der Druck in Richtung zur Plat-

tenvorderkante an. Dies verursacht gegenüber dem reibungsfreien Fall eine Ver-

schiebung des Druckpunktes zur Vorderkante und damit eine wesentliche Änderung 

der Flugstabilität ( Druckpunkt soll hinter dem Schwerpunkt liegen).  

 

Wandschubspannungsmessungen sind im Bild 10 mit der Theorie von Li, Nagamatsu 

verglichen. Man erkennt die lineare Abhängigkeit vom Zähigkeitsparameter 

Re/Ma . Zu beachten ist, dass für Re/Ma .> 0,2 Abweichungen von der Konti-

nuumstheorie auftreten, da hier das Gebiet der Gleitströmung beginnt. 

Die Kontinuumstheorie überschätzt die Wandschubspannung und damit auch den 

Wärmeübergang. Dies zeigt, dass bei der Anwendung von Theorien immer auf deren 

Gültigkeitsgrenzen zu beachten sind. 
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Abbildung 10 

 

 


